Ovningssamling i Diskret Matematik

av Johan Karlander, 6verfort till W TEX av Max Zomborszki
Med reservation for felaktigheter.
Eventuella fel och korrigeringar rapporteras till Max Zomborszki <max@e.kth.se>.
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10.

Uppgifter

Grundliggande talteori

. Om p, q ar primtal > 3, kan da pg + 3 vara ett primtal?

Bestdm storsta gemensamma delare till

a) 54 och 40

245 och 70
1197 och 783
865 och 161
10879 och 3179

(e

. Bestam villkor pa a och b sa att

(a) SGD(a,b) = MGM(a,b)
(b) MGM(a,b) = 2-SGD(a,b)
(¢c) MGM(a,b) &r ett primtal
Bestidm SGD(389,167) och skriv den pa formen 389m + 167n.

Antag att vi vill fora 6ver vatten fran en tank A till en tank B. Antag att vi har tva
spannar S7 och S5. S1 rymmer 10 liter och S5 rymmer 6 liter. Vilken &r den minsta
exakta méngd vatten storre &n noll som du med hjalp av S; och S kan hélla upp i B?

Hitta tal p, ¢ och r sa att 12p + 9¢ + 14r = 1. Gar det att hitta p, ¢ och r sa att
12p+9q + 150 = 17

Visa att

(a) n? + 3n dr delbart med 2 for alla n > 0

(b) n? + 3n? — 4n dr delbart med 6 for alla n > 0

(c) n* +2n3 4+ 11n? + 2n ir delbart med 4 for alla n > 0

(d) 4% — 1 &r delbart med 15 for alla n > 1
Antag att M #r en mingd heltal sadan att om a € M och b € M sa géller a +b € M.
Antag vidare att for varje a € M giller att 5|a eller 7|b eller bada. Visa att da maste
det gilla att 5 delar alla tal i M eller 7 delar alla tal i M eller bada.

(a) Vad édr det minsta virde > 0 som g + % kan f& om a och b dr heltal?

(b) Mer generellt: Om m och n &r positiva heltal, vad dr d& det minsta véirde som
-+ % kan f& om a och b &r heltal?
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

&

Vi betraktar méngden av tal som kan skrivas som 5a + 4b dér a och b &r heltal > 0.
Alla tal gar inte att skriva pa den formen. Men det finns ett storsta tal kg som inte kan
skrivas pa den formen (ochalla storre tal ka skrivas pa formen). Vad ar ko? Forklara
varfor kg ar det storsta talet.

Antag att m och n &r positiva tal med SGD(m,n) = 1. Visa da att det bara finns
dndligt manga positiva heltal som inte gar att skriva som ma + nb med a, b positiva
heltal.

Lat pi1, p2, p3, p4 och ps vara 5 primtal. Antag att m = p13pa'p3ps®ps® och n =
p1ip2tps?psPpst. Vad dar SGD(m,n) och MGM(m,n)?

Mer generellt: Om m = p1®'p2®2 ... pp® ochn = p1f1pef2 ... ppf* vad dr d& SGD(m, n)
och MGM(m,n)?

Visa att om m, n och k #r positiva heltal sddana att m? = kn? sd dr k = o? déir a ar
ett positivt heltal. Anvind resultatet for att visa att +/ K maste vara irrationellt eller
ett heltal for alla heltal K.

Maste de reella 16sningarna till ekvationen o7 — 1425 +42° — 22* 4+ 323+ 822 +72+5 =0
vara heltal eller irrationella eller kan det finnas rationella 16sningar som inte &r heltal?

Ar log 12 ett rationellt tal?

Et tal kallas for kvadratfritt om varje primtal i dess primtalsfaktorisering forekommer
med grad hogst 1. T ex #r 14 och 15 kvadratfria medan 9 och 12 inte &r det. Vilka av
foljande pastaenden dr sanna och varfor?

(a) a, b &r kvadratfria = MGM(a, b) dr kvadratfri

(b) MGM(a, b) dr kvadratfri = a, b ar kvadratfria

(¢) a, b &r kvadratfria = SGD(a, b) &r kvadratfri

(d) SGD(a,b) ar kvadratfri = «, b &r kvadratfria

Funktioner och kardinalitet

. Lat funktionerna f : Z — Z och g : Z — Z vara definierade av f(n) = n — 1 och

g(n) = 3n. Visa att fg # gf.

Ar f:7 — 7, f(x) = 2° surjektiv, injektiv, bijektiv?
(a) For vilka véirden pa a och b ér f : Z — Z, f(x) = ax + b en bijektion?
(b) Samma fraga for f: Q — Q, f(x) = ax +b.

Visa att om man har n 4 1 stycken olika heltal x1, xs, ..., 41 sa finns det tva av
dem, kalla dem z; och z; sadana att nlz; — Zj.

Lat X vara en delméngd av {1,2,...,2n}ochlat Y ={1,3,5,7, ..., 2n— 1}. Visa
att om | X| > n+ 1 sa finns det tva olika tal 21 och a9 sd 1 X sa att z1|zs.

(a) Ange en delméngd X av {1, 2, ..., 2n} med | X| = n som &r sadan att inga tal i
X delar varandra.

(b) Anvénd resultatet fran uppgift 5 och 6a foér att visa att om A = {101, 102, 103,
..., 200} sa finns det for varje val av tva tal a,b € A ett udda tal m som bara
delar ett av talen a och b.
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Visa att funktionen f : N — Z definierad av.

om n ir udda

f(n) = { 5 om n &r jamnt

dr en bijektion.
Visa att det finns odndligt manga primtal.

(a) Visa att det finns oéindligt manga primtal pa formen 4n + 3. (Studera produkter
av typen 4-py-pa-ps- ... pm — 1 och jamfor med uppgift 8.

(b) Forklara varfér samma metod som i uppgift a med produkter av typen 4 - p; - po -
p3 - ... - pm + 1 inte duger for att visa att det finns oéindligt manga primtal pa
formen 4n + 1.

Om tio punkter viljs i en kvadrat med sidan 1 sa maste minst tva ha ett avstand
mindre &n eller lika med % Forklara varfor.

Om M &r en mingd sa betecknar P(M) méngden av alla delmingder till M. (Sa om
M ={1,2}sadar P(M)={0, {1}, {2}, {1, 2} })

Visa att det inte kan finnas nagon bijektion f: M — P(M). (Om M é&r dndlig dr det
ganska litt att visa. Om M &r odndlig &r det mycket knepigt utan ledning.)

N? bestar av alla talpar (0,0), (0,1), (0, 2), ..., (1, 0), (1, 1), (1, 2), .... Avgér om
f : N? — N definierad av f(a,b) = £(a+b)(a+b+1)+b ér en bijektion mellan N? och
N eller inte.

1
2

Partitioner, multinomialkoefficienter och Sterlingtal

. Py(n) betyder antalet siitt att dela upp n i en summa av exakt k termer. Berikna

Py(7), Py(7),..., P (7).

. Vad finns det for samband mellan P(n) och talen Py(n), Py(7),...7

Visa att Py(n) = Pi(n — k) + Po(n—k)+... + Py(n — k)
Visa att (az,c) = (af;,1177c) + (a77Z:]1.7c) + (a,rlzicil)

Uttrycket %E(m?n;’f“’nk) dar summationen gors 6ver alla val av tal ni,ne,...,ng, alla

storre &n 0, sa att ny + ns + ... + ng = n, kan skrivas pa en enklare form. Vilken?

Vi har 10 kulor som &r numrerade 1, 2, ..., 10. Vi har ocksa 5 lador. Kulorna ska
fordelas i ladorna.

(a) Pa hur manga siitt kan kulorna férdelas om ladorna ér sérskiljbara?
(b) Samma fraga som i a fast ladorna &r inte sérskiljbara.
)
)

(c

(d) Samma fraga som i a fast varken kulor eller lador &r sérskiljbara.

Samma fraga som i a fast kulorna &r inte sirskiljbara.

I samtliga fall forutsitts att lador kan vara tomma.
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Modular aritmetik

Visa att om a #r ett udda heltal s& giller a® = 1(mod 8). Visa ocksa att om a #r jamnt
men a/2 dr udda s giller a® = 4(mod 8).

Beridkna inversen till alla tal z : 1 < 2 < 16 modulo 17.

Lat oss anta att vi vill berdkna resten vid division av = och n . Antag att x i decimalform
ser ut som pTp_1 ... w120 dir 0 > z; > 9. Det betyder att @ = xy, - 10% + 51 - 107~ 1.
'$1'10+.730.

(a) Om n =3 sa giiller ¢ = xp + xx—1 + ... + 21 + xo(mod 3). Visa detta.
(b) Om n = 11 sa giller x = (—1) 2y + (=) Lap_y +... + (=1)z1 + 20(mod 11)
(c) For varje n gar det att stélla upp en regel pa formen z = agxy + ap—1Tp—1+... +

a1x1 + apzo(mod n). Kan du ange hur a;-talen skall se ut?

Med hjalp av metoden i uppgift 3 ser vi att « &r delbart med 3 omm zp +xp—1 +... +
1 + xo dr delbart med 3. Konstruera liknande delbarhetsregler for n = 2, 4, 5, 6, 7, 8,
9. Gar regeln for n = 6 att uttrycka pa ett annat sétt?

s i sk od a4 ¢ _ adtbe a, c _ ac
For vanliga brak giller Tt g =90 och e.f =49

Avgor om detta ocksa dr sant om vi rédknar i Z,,. (% betyder k1 i de fall d& k!
existerar).

Hur manga losningar till ekvationen ! = z finns det i Z, om p &r ett primtal > 3?

Berékna produkten av alla nollskilda element i Z,, och visa med hjélp av den att (p —
1! = —1(mod p).

Visa “omvéndningen” till uppgift 7: Om (n — 1)! = —1(mod n) sa &r n ett primtal.
Los foljande ekvationer:

(a) 2*+2+1=01iZ;

(b) $2+9$+9:01211

(C) $2+7$+2:OIZ13
For vilka tal k i Z;7 existerar Vk?
Forsok generalisera resultatet i uppgift 10 och tag reda pa for hur manga tal k i Z,

som V k existerar.

Gruppteori

. Lat M vara méngden av 2x2-matriser ( ch 2 ) med a, b, c,d € Z och det( ch Z )

= +1. Ar M en grupp under multiplikation?
Zy, ar en grupp under addition. Lat A vara en delméngd av Z,,.

(a) Forklara varfor det &r sa att om A dr en delgrupp och a € A och b € B sa maste
SGD(a,b) € A.



(b) Forklara sedan varfor det dr sa att om A dr en delgrupp och d #r det minsta talet
i A forutom 0 sa maste d|a for alla a € A.

(¢) Om A &r en delgrupp och d dr det minsta talet i A férutom 0 sa maste d|n. Visa
detta.

(d) Visa omvindningen till a, b och ¢: att om A bestar av alla multiplar av d och d|n
sa dr A en delgrupp.
Bestidm samtliga delgrupper till Zog. (Anviind uppgift 2)

Givet 2 reella tal z,y definierar vi operationen o genom att sétta z oy = max (z,y) dvs
det storsta talet av x och y. Ar o associativ?

Antag att G dr en grupp med 300 element. Det finns ett tal n forutom 0 sa att a™ =1
for alla a € G (oberoende av filken grupp G ér). Vad &r n?
Antag att a,b € G och att G &r en grupp.

(a) Visa att inversen till ab &r b= la=1.

(b) Visaatt ab=1=ba =1
(c) Vosa att (ab)? = a?b® = ab = ba

Antag att G #r en grupp med egenskapen att g2 = 1 for alla element ¢ i G. Da maste
G vara kommutativ. Forklara varfor.

Antag att H och K &r delgrupper till en grupp G. Ar H N K nodvindigtvis ocksa en
delgrupp? Ar H U K det?

Antag att g dr ett element med ordningen m i G. Da ir A = {¢°% g',..., 9™ !} en
delgrupp av G. Verifiera att det &r sa.

Ringar

. Lat A ={(a,b,c,d) : a,b,c,d € R}. Vi definierar tva operationer & och ® genom:

(a,b,c,d) © (e, f,g,h) = (ae + bg,af + bh, ce + dg, cf + dh)
Avgér om A med operationerna @ och ® bildar en ring. Ar ringen i sa fall kommutativ?
Finns multiplikativ enhet? Vilka element i A &r inverterbara?

. L&t A vara en ring sadan att a® = a for alla @ € A (En sddan ring kallas for en Boolesk

ring).
(a) Visa att i en sadan ring giller a + a = 0 {or alla a.
(b) Visa ocksa att en sadan ring #r kommutativ.

(c) Forenkling av algebraiska uttryck #r enkelt i en Boolesk ring. Vad kan tex a”b° +
c2(a"b*® + b2a%) + c2a'3b!7c 3 forenklas till?

(d) Vilka, om nagon, av ringarna Zs, Zs3, Zs, . .. ir Boolesk?

Om R &r en ring och = € R sa siger man att = ar nilpotent om z™ = 0 f6r nagot n.
Nilpotenta element har vissa speciella egenskaper:

(a) Visa att x inte #r inverterbart.



. Visa att matrisen M =

(b) 1+ gar ddremot att invertera. Inversen ar 1 —z + 2% — a3 +... + (=1)" "1z L,
Verifiera det.

(c) Vilka &r det nilpotenta elementen, om det finns nagra, i Zgo?

(d) Det finns en regel som lyder: Zj, har nilpotenta element (férutom 0) om och endast
om .... Vad ska det sta pa ... 7

ar nilpotent. Anviind sedan formeln i 3b for att

1
berskna inversen till M = 1
2

. Antalet inverterbara element i olika ringar kan variera. Men 0 kan aldrig vara inver-

terbart. Antag att vi skulle ha ett element o sa att 0 - a = - 0 = 1. Varfor &r det
omojligt?

. Ge ett noggrant bevis for att (—x)y = (—zy) och for att (—x)(—y) = vy. Ange exakt

vilka gruppaxiom som anvénds.

. Beskriv strukturen av U(Z1o), U(Z11) och U(Z12).

. I' & méngden av komplexa tal m + ni dér m, n ar heltal. Visa att I' &r en ring. Vad &r

U(T) (dvs beskriv strukturen).

. En ring R #r kommutativ om och endast om (a + b)(a — b) = a® — b? for alla a,b € R.

Visa att det &r sa.

Polynom

. Vad &r nollstéillena till foljande ekvationer i Zg?

(a) (z+6)°
(b) (x+1)(x+5)

. Antag att F' dr en kropp och att p(z) dr ett n-tegradspolynom i F'(z). Antag ocksa att

p(x) har n olika nollstdllen oy, ao,...,a, 1 F. Visa att da maste konstanta termen i
p(x) vara (—1)"arag - ... - ay.

. Derivatan Df av ett polynom beriknas pa vanligt séitt &ven om man inte riknar med

reella tal. Det betyder att D(z3 + 722 + 2z + 3) = 322 + 14z + 2. Men om man riknar
i tex Zp[x] kan vissa nya fenomen upptrida:

(a) Ge exempel pa polynom p(x) i Zi;[z] sadana att Dp(z) = 0 fast p(z) inte &r en
konstant.

(b) Givet ett primtal p och Z,[x], kan du beskriva exakt hur f(x) skall vara for att
Df(x) =07

. Antag att p1(z) och pa(x) &r polynom i R[z] med grad m > 2 och grad n > 2.

(a) Antag att SGD(p1(x),p2(x)) dr ett polynom av grad > 1. Da gar det att hitta
polynom ¢ (z),g2(x) av grad hégst n — 1 respektive m — 1 sa att (p1(z)q1(z) =
p2(x)ge(x). Forklara varfér genom att tala om hur ¢ och ¢o kan véljas.



(b) Antag sedan att SGD(p; (z), p2(z)) = 1. Visa att da gar det inte att hitta polynom
g1(x) och ga(x) som uppfyller villkoren i a.

Vad &r resten d& an,z” + an_12" 1 + ... a1z + ag delas med z — b?
Berékna kvot och rest vid division av

(a) 2 + 2% +1med 2% + 2+ 11 Zs[7]

(b) @+ 2* + 22 + 22 + 4 + 2 med 2% + 22 + 3 i Zs[z]

Bestdm en monisk SGD till a(x) och b(z) och skriv den pa formen f(z)a(z) + g(x)b(z)
for:

(a) 2°+ 2 + 2%+ 1och z* + 23 + 2 + 1 i Zs[z]
(b) a* +22% + 2z + 2 och 22* + 223 + 222 + x + 2 i Z3[]
(c) x* 4 22% + 322 + 3 och 2 + 42 + 2 i Zs[x]
Bestdm alla irreducibla faktorer till
(a) 22 + 11 Zs[z]
(b) 3 + 52 +51 le[x]
(c) 2t +32% + 2 + 11 Zs[z]

Bestdm alla moniska irreducibla 2-gradspolynom i Zs[z].

Felrattande koder

1. Lat C vara en binér kod av ldngd n (inte nédvindigtvis linjér) som rittar max e fel.

Visa att C upptécker atminstone 2e fel. Det gar att utvidga C till en kod C’ med lingd
n + 1 som upptécker 2e 4+ 1 fel. Utvidgningen fas genom att man lagger till en extra
binér siffra till varje ord. Kan du féresla hur den sista siffran skall viljas?

Bestim parametrarna (n, k,d) for den linjira koden med kontrollmatris

H =

== O

11
0 0
10

o = O
= o O

Tag samma kod som i uppgift 2. Avgor vilka av foljande ord som &r kodord och om de
inte &r kodord, ritta dem under antagandet att endast ett fel har uppstatt.

(a) 11111
(b) 01101
(c) 01100

Skriv upp en kontrollmatris for den linjéra kod som bestar av alla ord av lingd 7 med
jamn vikt.

Visa att det inte finns nagon kod C av lingd 5 med § = 3 och |C| = 6.

Bevisa “triangelolikheten” §(z,y) < d(z, z) < 0(z,y) for Hammingmetriken.
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Vad &r den maximala dimensionen for en linjir kod av lingd 8 som riittar 2 fel? Kon-
struera en sadan kod.

Lat C vara en linjar kod. Lat Cj vara mangden av kodord i C med jamn vikt. Visa att
Cp ar en kod. Antag sedan att Cy dr en #kta delméngd av C. Om C innehaller n ord,
hur manga ord innehaller da Cy?

Ange alla kodord i koden med kontrollmatrisen

O = O
oo o
o OO
O R = =
SO = O
_= o O O
—_ == =

Vad ar parametrarna n, k och §7

Konstruera en kod som kan séinda 256 olika meddelanden och ratta 1 fel. Vilj koden sa
att lingden blir sa liten som méjligt. (Det réicker att ange kontrollmatrisen for koden).



2 Svar

2.1 Grundliggande talteori
1. Nej
2.

a=1b
2b eller b = 2a
=poch b=1) eller (a =1 och b=p) eller (a =b=p) dér p ér ett primtal

a=

(c
5. SGD(389,167) =1 =389 82— 167 - 191
2 liter

Tex1=12- 5+9- (=5)+14- (—1). Nej

© »®» N>

10. (a) 57
(b) W(ab)
11. kp =11
12.
13. SGD = p1paps?, MGM = p13pap32ps®ps°
14.
15. Losningarna maste vara heltal eller irrationella
16. Nej

17. 1, 2 och 3 &r sanna

10



2.2 Funktioner och kardinalitet
1.

2. Injektiv, men inte surjektiv eller bijektiv.

3. (a) a= =1, b godtyckligt
(b) a # 0, b godtyckligt

(a) X={n+1,n+2,n+3,..., 2n}

© »®» N>

10.
11.

12. Det ar en bijektion.

2.3 Partitioner, multinomialkoefficienter och Sterlingtal

L P(T) =1, Py(7) =3, P3(7) = 4, Py(7) = 3, P5(7) = 2, Pg(7) = 1 och P7(7) = 1.

[t

3.
4.
5. S(n, k)
6. (a) 510
(b) S(10,5) + S(10,4) + S(10,3) + S(10,2) + 5(10,1)
(c) (o) eller (%)
(d) P(10)

2.4 Modular aritmetik

2. Inverserna é&r i turo och ordning 1, 9, 6, 13, 7, 3, 5, 15, 2, 12, 14, 10, 4, 11, 8 och 16.
3. (a)

(b)
(c) a; = 10%(mod n)

11



(@31

© ® N >

>~

. Det &r sant i Z,,.

2 st.

(a) Iy 24,$2 =2
(b) X1 26,$2 =7

(c) Losning saknas
.0, 1,2,4,8,9,13, 15, 16.

p+1
-5 st.

Gruppteori
. M &r en grupp.

. Delgrupperna har formen {n : djn} déir d = 1,2, 4,5, 10.
o &r associativ.

. Det finns det n = 300.

. HN K &r alltid en delgrupp. H U K &r inte det (utom i specialfall).

Ringar

. A dr en icke-kommutativ ring. (1,0, 0, 1) dr multiplikativ enhet. (a, b, ¢, d) &r inverterbar
omm ad — bc = 1.
(a)
(b)
(c) O
(d) Zs dr Boolesk. Ingen annan Z,-ring ér det.
(a)
(b)
(¢) 10 &r nilpotent
(d) “k innehaller en faktor p™ dér m > 17
1 0 0
. Inversen &r 1 1 -1
-2 0 1

12
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6.

7. U(Z1o) bestar av {1,3,7,9}, U(Z11) bestar av {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} och U(Z;2)
bestar av {1,5,7,11}.

oo

. U(T') bestar av {1,—1,4, —i}

2.7 Polynom

1. (a) 0,2,4,6
(b) 1,3,5,7
2.
3. (a) tex p(x) = 2!t
(b) f(x) skall ha formen f(z) = g(zP)
4. (a)
(b)

6. (a) Kvot =2 Rest =+ 1

Kvot = 23 + 422 Rest = 2z + 1

2 + 23 + 2 + 1 (Som helt enkelt &r det ena polynomet)

P +222+2=1-(2*+222 +20+2)+ 2 (2z* +22° + 222 + v+ 2)
r4+2= (322 + 22+ 3)(2* + 223 4+ 322 +3) + (202 4+ 2z + 4)(z* + 42+ 2)

(x+8),(x+9) och (x4 10)

)
)
)
)

8. (a) (x+2) och (z+3)
; (22 +2) och (2% + 3z + 3)
+

22 4+ 2+ 2 och 22 + 2z +2

N
o

Felrattande koder

2. n=>5k=25=3

3. (a) Inte kodord. Ritt ord &r 11110.
(b) Kodord.
(c) Inte kodord. Rétt ord &r 01101.

4. H = (1111111)

13



© »®» N

Stérsta dimension &r 2. {(00000000), (11111000), (00011111), (11100111)}
|Col =3 -1C|

{(0000000), (1111001), (1110010), (0001011), (1010100), (0101101), (0100110), (1011111)}
n="7k=3,6=3

10001 1 10O0O0T11
010010011011
10 H = 001001010110
0001 0O0OT1TO0T1T1QO01

Fler 16sningar finns.
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3.1

Tt W

0 N o

10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.

3.2

Ledningar

Grundliggande talteori

. Det finns ett tal som delar pg + 3

. Anvind Euklides algoritm

. Berikna forst SGD

. Anviind beteckningarna SGD(a,b) = d, a = a’d, b = b'd. Da giller MGM(a, b) = a'b'd
. Euklides algoritm

. Euklides algoritm

. Bestdm SGD till 12, 9, 14

(a) n?+3n=n(n+3)

(b) n® +3n% — 4n = n((n?® + 3n) — 4). Anviind deluppgift a for att visa att detta &r
delbart med 2. Visa sedan att n® + 3n? — 4n &r delbart med 3.

(c) 2n3 +2n = 2n(n? + 1). Visa att detta dr delbart med 4.
n* + 11n? = n%(n? + 11). Visa att detta &r delbart med 4.

(d) 42" —1=16"—1=(15+ 1)" — 1. Visa att detta ir delbart med 15

. Kan det finnas ny,ne € M sa att nq|5, n1 f7, no|7 och ny f77

(a) 4=+ % = 534“7*_'5%71’. Vad &r det minsta virdet pa téljaren?
(b) Samma metod som i a.
5—4=1
Samma metod som i 11.
Vad ar villkoret uttryckt i p1, p2, p3, pa, ps for att ett tal skall dela m och n?

Antag att py, po, ..., ps ar de primtal som féorekommer i m, n och k. Antag att m =
P12 ... ps®, mo= p1lipaf2 L pefs och kB = p19pa92 .. p9s. Anvind aritmetikens
fundamentalsats.

Gor ansatsen x = 2. Satt in i ekvationen och se vad som héander.

m
n
m

Gor ansatsen © = 2. Tag bada led exponentierade.

n

Antag att a = p1°'p2© ... pp och b= pi1paf2 . ppfr.

Funktioner och kardinalitet

Lat f(x) vara resten vid division av « med n. Visa att det finns z;, x; s& att f(x;) =

f(;).

15



10.
11.

12.

Lat f(z) vara det storsta udda heltal som delar x. f : {1,2,...,2n} — Y. Visa med
hjilp av ladprincipen att det finns 1,22 sa att f(z1) = f(z2). Visa sedan att x|z
eller zo|z1.

(a)

(b) Anvénd funktionen f fran l6sningen till uppgift 5.
Konstruera en invers g(x) = n genom att 1osa ut n ur z = f(n).

Antag att p1,p2,...,pm ir alla primtal. Satt N =py -p2-... pm + 1. Ar N primtal?
Ar N sammansatt?

(a)
(b) Om n =1 (mod 4) och pln, maste da p =1 (mod 4)?
Dela upp kvadraten i 9 delkvadrater.

Antag att det finns en bijektion f: M — P(M).Lat A={ae M :a ¢ f(a)}. Om f
dr en bijektion sa finns ett = sa att f(x) = A. Giller z € f(x) eller z & f(x)? Forsok
hitta en motsagelse.

Ordna upp paren i N? i ordningen (0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), (3,0), (3,1), (2,2),
(1,3), (0,3), osv. Kalla det férsta paret for par nummer 0. Pa vilken plats kommer (a, b)?

Partitioner, multinomialkoefficienter och Sterlingtal

. Prova alla mojliga partitioner.

En partition bestar av en term, tva termer eller ...

Givet en partition av n i k termer sa kan man minska varje term med 1. Vad far man
da?

- () kan tolkas som antalet séitt att placera talen 1, 2, ..., n i olika lador. Det finns

3 olika lador att placera talet 1 i. Vad hénder sedan?

Ténk forst efter vad (m nz"_“ n ) riknar for nagot. Vad hiander néir man dividerar med
k!? bl 9 k) n

Ett av svaren innehaller en potens, ett sterlingtal, ett p(n)-tal och en binomialkoeffici-
ent.

Modular aritmetik

1. Testa de méjliga viirdena for a(mod 8).

Provning

10* = 1(mod 3),10% = (—1)%(mod 11), osv.

Visa att bd - (3 + 5) = ad + bc, osv.

rl=z2 = 22-1=0 < (z-1(z+1)=0

Anvind resultatet fran uppgift 6.
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10.

3.5

Antag att n = ab dir 1 < @ < n. Visa att a inte kan dela (n — 1)! + 1.

Anvind formelnx2+px+q:0:>x:_%i %—q
Berikna 22 for = 0,1,...,16 i Z17.

Om 22 = y2, vad dr dd sambandet mellan 2 och y?

Gruppteori

. Prova att beriikna produkter av sadana matriser. Prova att berdkna inverser. Har

inverserna heltalskoefficienter?

a) ma + nb maste tillhora A
b) Antag att d dr det minsta talet i A. Antag att a € A. a = kd + r. Vad &r r7

(
(b)
(¢) Samma metod som i b.
(d) Testa slutenhet, osv.
Leta efter delare till 20 och anvénd uppgift 2.
Vad blir (z o y) o z fér nagot egentligen?
Varje element a har en ordning k. Det gar att visa att k|300.

(a) Visa att (ab)(b=ta™!) = 1.

(b) Om ab =1 s& maste b =a 1.

(c) (ab)? = a®b? = abab = a?b?. “Dividera” med limpliga element.
g?> =1= g= g~ ! och detta giller for alla element, tex g = ab.

Antag att a,b € HN K. Da géller att a,b € H och a,b € K. Anvand detta for att visa
att a,b € HN K. Gor pa liknande sitt for att visa att ™' € H N K. H U K behdver
inte vara en delgrupp. Konstruera ett exempel som visar detta genom att sitta G = Z,,
och H, K till nagra lampliga delgrupper (for nagot val av n).

z' - 2J = zF. Vad &r k? Inte nédviandigtvis i + j.

Ringar
Oversitt elementen i A till matriser enligt monstret (a,b,¢,d) ( CCL Z >

(a) Rikna pa vad (a + a)? &r.
(b) Riikna pa vad (a + b)? ir.

(c) Reducera uttrycket med hjilp av reglerna a
att vi har kommutativitet.

Kan1+1=0127Z,?

k 1

= a och a™% = a~! samt utnyttja

Antag att 2y = 1 och att ™ = 0. Multiplicera forsta uttrycket med z~1.
Multiplicera uttrycken och se vad som hénder.
2™ =0 1 Zgg betyder att 20|x™.
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L ® N o o«

o0

(d) ™ =01 Zj betyder att k|z"™.
Berikna MP* for olika k. Skriv M, pa formen M; = I + M.
Utga ifran 0 4+ 0 = 0 och multiplicera med «
Visa forst att a -0 =0 och 0-a = 0 for alla a.
a € U(Zy) om och endast om 0 <a <n —1 och SGD(a,n) = 1.
1_ m-ni

“Vanlig” riakning ger (m + ni)~+ = =" Nir bestar detta uttryck av heltal?

m24n?"

Utveckla (a + b)(a — b).

Polynom

Tag (x —a1) - (z—a2) - ... - (z —ay)
Nir dr ne” ! = 0 for alla ?

Ténk sa hiar: Om a,b ar heltal och SGD(a,b) = d, hur skall a; och b; viljas for att
aay; = bby? Anvind samma resonemang pa polynomen.

f(@) = (z = b)g(x) +r(z)

Anvind Euklides algoritm.
Leta forst efter nollstallen.

Gér upp en lista pa de reducibla polynomen. De har formen (z + a)(z + b)

Felrattande koder

1. Lagg till siffran 1 om ordet har udda vikt och lagg till 0 om ordet har jamn vikt.

N v e @

*®

10.

Berikna HC och se vad som hénder.
Vad for ekvation géller for ett ord med jamn vikt?

Varje ord har 5 grannar pa avstand 1. Anviand “sfarpackningsolikheten”.

Det finns 1 + (f) + (g) ord som ligger pa avstand < 2 fran ett givet ord. Anvénd
“sfarpackningsolikheten”.

Visa forst att w(z +y) = w(x) + w(y) — 2 - #( déir z; = y; = 1). (w star for vikten).
Los ut xo, x3, 5, 6 som funktioner av x1, x4, x7.

Vilj en matris med alla kolumner olika. Se till att n —r = 8 dér n &r antalet kolumner
och r &r rangen.
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4.1

5.

Loésningar

Grundliggande talteori

. p och ¢ maste vara udda. pq + 3 ar darfor jaimnt. Eftersom 2|pg + 3 och pg+ 3 # 2 sa

dr det inte ett primtal.

. Anvénd Euklides algoritm. Vi visar endast deluppgift a.

54 = 40+14
40 = 2-14+12
14 = 12+2
12 = 2.6

SGD =2

.. . . .. .. _ ab .
Anvind Euklides algoritm {6r att berikna SGD(a, b). MGM(a, b) = SGD@D " Vi visar
deluppgift a:

27 = 2146
21 = 3643
6 = 2-3

SGD = 3. MGM = 2021 = 189.

(a) Foljande giller: SGD(a,b) < a < MGM(a,b) och SGD(a,b) < b < MGM(a, b).
Dérfor géller:
SGD(a,b) = MGM(a,b) <= SGD(a,b) = a = b = MGM(a,b) <= a = b.
Villkoret &r alltsa a = b.

(b) Séatt SGD(a,b) = d, a = d'd, b = b'd. Da &r MGM(a,b) = a’b/'d. MGM(a,b) =
2-8GD(a,b) <= a'b'd =2d <= o't/ =2 <=(a’ =2 och I/ =1) eller (¢’ =1 och
b = 2). Villkoret dr att a = 2b eller b = 2a.

(c) Samma beteckningar som i b. MGM(a, b) &r ett primtal <= a’b’d dr ett primtal
<= exakt ett av a’, b/, d dr ett primtal och de 6vriga dr 1. Villkoret ar att (a &r
ett primtal och b = 1) eller (a =1 och b &r ett primtal) eller (bade a och b &r lika
med ett primtal p).

389 = 2-167+55
167 = 3-55+2
95 = 27-2+1

SGD(389,167) = 1.

1=55-27-2=55—(167—3-55)-27 = 55-82— 167-27 = (389 —2-167)-82 — 27167 =
38982 — 167 - 191

SGD(389,167) = 1 = 389 - 82 — 167 - 191

Varje vattenméngd 10m + 6n dir m,n € Z gar att hilla upp (om denna méngd har
positivt virde forstas). Det minsta virde pa detta uttryck d&r SGD(10,6) = 2. Den
minsta méngden &r 2 liter. (2 =2-6 — 10)
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6.

10.

11.

12.

Vi observerar forst att SGD(12,9) = 3 och sedan att SGD(3,14) = 1. 14 =3 -4+ 2,
3 =2+ 1. Baklidnges fais 1 =3 -2 =4 — (14 —3-4) = 3 -5 — 14. Sedan ser vi att
12=9+3,3=12-9. Dettager 1 = (12—9)-5—14=12-5-9.5—14. Sap = 5,
q = —b, r = —1. Eftersom 3 delar 12, 9 och 15 kan inte 12p + 9¢ + 157 vara likamed 1.

(a) n?2+3n =n(n+3). Om n ir udda sa 4r n + 3 jimnt och om n dr jimnt &r n + 3
udda. I bada fall blir produkten jamn.

(b) n3+3n2—4n = n((n*+3n)—4). Fran deluppgift a vet vi att sista faktorn #r jimn.
n3+3n2 —4n #r dirfor jaimn. 3n? dr delbar 3. n® —4n = n(n?—4) = n(n—2)(n+2).
En av n, n — 2, n + 2 méste vara delbar med 3. S& n3 + 3n? — 4n #r delbart med
3 och dérfor dven med 6.

(c) 2n3+42n = 2n(n?+1). Om n ér udda sa ér n? + 1 jaimn. Dérfor dr 2n3 4 2n alltid
delbart med 4. n* +11n? = n?(n? +11). Om n #r jimnt dr n? delbart med 4. Om
n=2k+1sidrn?+11 = 4k? + 4k + 1+ 11 = 4(k? + k + 3) som ér delbart med
4. n* + 11n? #r alltid delbart med 4. Dérfor #r ocksa n* + 2n3 + 11n2 + 2n alltid
delbart med 4.

(d) 42" —1=16"—1= (15+1)" — 1. (154 1)" kommer att kunna skrivas pa formen
1 + p déir p dr en produkt som innehaller 15 (binomialutveckling). S& 4>" —1 =p
som &dr delbart med 15.

Antag att pastdendet inte dr sant. Da finns det ett n; € M sa att 5|ny och 7 fny samt
ett no € M sa att 5 fng och T|ng. DA giller ny +ns € M. Men vi ser ju att 5 fng + na
och 7 fny 4 no. Enligt antagandet dr det omdjligt. 5 eller 7 delar alla tal i M.

(a) £ + L = 23t SGD(47,53) =1 sé det minsta virde som 53a + 47b kan fa &r
1

4753
L. Svaret &r g==5 = 5707
o = +% _ C‘;%—’an Detta &r minst dd am+bn = SGD(m, n). Detta ger det minimala
.. (m,n) _ L
vardet Py - MGM(@m,n)"

Eftersom a och b skall vara positiva &r det lidtt att kontrollera om ett vissta tal k gar
att skriva som ba + 4b. Man kan se att de forsta talen som gar att skriva pa formen
ar 0, 4, 5, 8,9, 10, 12, 13, 14, 15, ... Det verkar som alla tal > 11 gar att skriva pa
formen. Det gar att bevisa sa hir: Antag att k > 12. Da géiller k = s -4+ r dir s > 3
och0<r<3,5—4=1o0chbr—4r =r. Vifar att k = 5r+4(s—r). Eftersom s—r > 0
sa kan k skrivas pa den givna formen. ky = 11.

Eftersom SGD(m,n) = 1 sa finns det tal p, ¢ sa att mp + ng = 1. Vi kan anta att
p >0 och g > 0. Lat nu k > n(n — 1)(—q) (positivt). k = ns+r dir s > (n — 1)(—q),
0 <r <n-—1samt mpr+ ngr =r. Vi far k = mpr 4+ n(s + ¢r). Eftersom s + gr >
(n—=1)(—q) + (n — 1)¢ = 0 sa kan k skrivas pa den angivna formen.

SGD(m,n) = p1'pa'p3ps®ps? = p1paps?. Detta giller eftersom ett tal d delar m och
n om och endast om d = p1*1 paF2ps*sp,Fapss och ky < 1, ko <1, ks =0, ks = 0 och
ks < 4. Den storsta delaren d fas da likhet rader i alla olikheterna.

MGM(m,n) = S_G% = p13p2tp3?ps®ps. T det generella fallet fis pa samma sitt

SGD(m,n) = pilipat2 .. pple, MGM(m,n) = p1°1pe®2 ... pp°F dér I; = min (e;, f;) och
§; = max (ei, fi)

Lat p1, p2, ..., ps vara alla primtal som forekommer i nagot av m, n och k.
Antag att m = p1“pe®...p%, n = pilipf . pfe och k= pi9ipy92 .. pgs
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13.

14.

15.

4.2

(ndgra av e;, f; eller g; kan vara 0). m? = kn? betyder att p;2¢1py2°2...pg%¢ =
P19 P92 . pIep12fipe?fa  p2fe | Detta #r endast majligt om 2e; = g1 + 2f1,
2e2 = g2 +2f2, ..., 25 = gs +2fs dvs g1 = 2(f1 —e1) > 0, g2 = 2(f2 —e2) > 0,
v gs = 2(fs — es) > 0. Sttt nu a = pyrpp 272 pSom% Eftersom f; —e; > 0

maste gilla att detta #r ett heltal och a? = k. Antag nu att VK #r rationellt, dvs
VK = o Da giller att m? = Kn? och K = a? sé VK = a (dvs a = ™, divisionen

maste ga jimnt upp). Alltsa &r v K antingen ett heltal eller irrationellt.

Losningarna maste vara heltal eller irrationella. Antag ndmnligen att z = * med

SGD(m,n) =1 och n > 1. D& giller m™ — 14m°n +4m5n? — 2m*n3 + 3m3n* +8m?2n® +
Tmn® 4+ 5n” = 0. Lat nu p vara ett primtal sadant att p|n och p fm. p kan inte dela
vénsterledet men delar hogreledet. Detta ger motségelse.

Nej. x = log1p2 betyder att 2* = 10. x kan forstas inte vara ett heltal. Antag att
x =t 2% =10 ger 2™ = 10™. Men hogerledet #r delbart med 5 medan vinsterledet
inte dr det. Det ger motségelse vilket visar att log 102 inte kan ha formen 2*.

1, 2 och 3 #r sanna. Antag att a = pi® - ... - pp® och b = pift - ... . ppfr
Da dr MGM(a,b) = pymax(enfi) . . pymax(enfi)  Om MGM(a,b) #r kvadratfri ar
max (e;, fi) < 1 sa att ¢; < 1, f; < 1 dvs a och b &r kvadratfria. Omvint giller
att om a och b #r kvadratfria sd &r max (e;, f;) < 1 sa att MGM(a,b) dr kvadrat-
fri. Alltsa dr 1 och 2 sanna. Om a och b #r kvadratfria sa dr min(e;, f;) < 1 sa
SGD(a,b) = py™intenfi) . ppmin(enf) gr kvadratfri. S& 3 dr sann. 4 diremot dr
falsk. Tag tex a = 9 och b = 12. a och b &r inte kvadratfria men SGD(9,12) = 3 &r
kvadratfri.

Funktioner och kardinalitet

. fgln) = f(Bn) =3n—1.gf(n) = g(n — 1) = 3n—3. Sa fg(n) # gf(n). (Inte ens for

nagot virde pa n, men det ricker att visa att det finns ett tal n sa att fg(n) # gf(n)
for att visa fg # gf.)

. f #r inte surjektiv. Tex finns det inget heltal = s& att 23 = 2. f &r injektiv. Antag

nimligen att 22 = y3. Eftersom 32% > 0 sa #r 23 hela tiden vixande. Sa z = .
Eftersom 2 inte dr surjektiv #r inte heller 2 bijektiv.

(a) a = 0 ger f(x) = b som inte dr en bijektion. Antag att a # 0 och a # =+ 1.
Da giller ax + b = b(mod a) oberoende av vad x dr. f dr da inte en bijektion.
Antag att @ = 1. Da kan vi sitta g(z) = 22, Eftersom a = £1 #r g(z) ett
heltal. f(g(z)) = g(f(x)) = 2 s& g = f~1. f #r bijektiv om och endast om a = +1
oberoende av vad b é&r.

(b) @ = 0 ger inte en bijektion. Sa antag att a = 0. Sitt g(x) = ””T’b g:Q — Q.
flg(x)) =g(f(x)) =x s g = f~L. f &r bijektiv om och endast om a # 0.

. Sdtt f(x) = resten da x divideras med n. Da géller f : Z «— {0,1,...,n-1}. Enligt

ladprincipen maste da tva av talen tex z;, x; ha samma funktionsvérde dvs f(z;) =
flz;) =k i =an+kz; =an+k,z;, —z; = (a; — aj)n,nlz; — x;.

. Lat f(x) = det storsta udda tal som delar x. Da géller f : {1,2,...,2n} — Y. Y

innehaller n tal. Om | X| > n+ 1 maste f(x1) = f(x2) f6r tva tal 1,22 1 X. Antag att
f(z1) = f(x2) = k. Da giller att ©1 = 21k, 2o = 2%2k. Antag att z; < x2. Da giller

a1 < as. % = 2%~ %_ Eftersom detta dr ett heltal giller
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6.

10.

11.

12.

(a) En mojlighet &r X = {n+1,n+2,...,2n}. Om a = n+ k1 och b = n + ko med
k1 < ko sa géller g = Zi’zf Denna kvot maste vara mindre &dn % =2sa g <2

och kan dérfor inte vara heltal. Sa inga av talen i X delar varandra.

(b) Inga av talen i A delar varandra. Lat f vara definierad som i 16sningen till uppgift
5. Da maste f(a) # f(b) for alla a,b € A. (Annars skulle a|b eller b|a) Lat m vara
det storsta av talen f(a), f(b). m uppfyller da villkoret.

Vi kan konstruera en invers f~!. Sitt

1 | 2z omx >0
f (x)_{ 1-2z omx<0

Det géar da litt att se att f=1(f(n)) = n och f(f~1(z)) = x for alla n och x. S& f &r
inverterbar och darfor en bijektion.

Antag att p1,ps, ..., pm vore en lista 6ver alla primtal. Lat N = py-pa- ... -p, + 1. Da
giller N > p; for i = 1,...,m och att p; /N i =1,...,m, N kan da inte vara primtal
eftersom p,, < N, Men om N vore sammansatt maste det finnas ett primtal p > p,,, sa
att p|N. Bada fallen visar att p,, inte kan vara det storsta primtalet. Alltsa finns det
odndligt manga primtal.

(a) Antag att p,, dr det storsta primtalet pa formen 4n+3. Sétt N = 4-pa-p3- ... -pp—1
(p2 = 3,p3 = 5, osv.) Vi ser att N = 3(mod 4). S& N kan inte vara primtal. Vi
ser ocksa p; AN ¢ = 2,...,m. Sa N &r en produkt av primtal p storre &n p,,.
Om alla dessa hade p = 1(mod 4) skulle N = 1(mod 4). Sa minst ett p maste ha
p = 3(mod 4). Det finns oéndligt manga primtal pa formen 4n + 3.

(b) Gor som i a och antag att p,, #r det stérsta primtalet pa formen 4n + 1 och
sitt N =4 -py-ps- ... -pm + 1. Da géller N = 1(mod 4). Det maste finnas
primtal p > p,,, som delar N. Men dessa primtal maste ha formen 4n + 3 eftersom
p = 3(mod 4),q = 3(mod 4) — pq = 1(mod 4). Denna metod duger alltsa inte for
satt visa att det finns oéindligt manga tal pa formen 4n 4+ 1 (Men det gar faktiskt
att visa med krangligare bevismetoder).

Dela in kvadraten i delkvadrater med sidan % 2 punkter maste ligga i samma del-
kvadrat. I en sadan kvadrat dr diagonalen g, alltsa dr det maximala avstandet @

Om M ir éndlig och |M| = n sa dr |P(M)| = 2™. Eftersom n # 2" sa finns ingen
bijektion. Foljande metod fungerar dock fér bade dndliga och oédndliga méngder:
Antag att f: M «— P(M) &r en bijektion. Om a € M sa géller antingen a € f(a) eller
a & f(a) (f(a) & en méngd). Lat nu A ={a € M : a & f(a)}. Om f &r en bijektion
maste det da finnas ett x sa att f(z) = A. Om z € A sa giller z € f(z). Det betyder
x ¢ A enligt definitionen pa A. A andra sidan medfér ¢ A att « & f(z) vilket ger
x € A. Motségelsen visar att det inte kan finnas en bijektion f.

Det i#r en bijektion. Vi kan ordna upp paren i N2 i ordningen (0,0), (1,0), (0,1), (2,0),
(1,1), (0,2), (3,0), (3,1), ... Kalla den forsta positionen for position 0. Pa vilken plats
kommer paret (a,b)? Om a+b=Fksa finnsdet 1 +2+3+... + k= @ stycken
par med ligre komponentsumma som kommer fore (a,b). Dessutom kommer (a + b, 0),
(a+b—1,1),... ,(a+1,b—1) fore. Det &r b stycken par. Sa (a, b) kommer pa position
Ek+1)+b=2%(a+b)(a+b+1)+b= f(a,b) (Kom ihig att fésta position &r 0).
f(a,b) ar alltsa paret (a,b):s position. Det visar att f dr en bijektion.
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4.3 Partitioner, multinomialkoefficienter och Sterlingtal

1.7=7 P(7)=1

T=6+1=5+2=4+3 Py(7)=3
T=5+141=4+42+4+1=343+1=3+2+2 P(7)=4
T=4+1414+1=3+2+14+1=2+2+2+1 Py(7)=3
T=3+14+14+1+1=2+24+14+1+1  Ps(7) =2
T=2+14+14+1+1+1 Py(7)=1
T=1+1414+1+1+1+1 Py(7)=1

2. En partition av n bestar av 1, 2, 3, ... eller n termer.
Alltsa P(n) = Pi(n) + Pa(n) + ... + Pu(n) + ... + Py(n).

3. Antag att vi har en partition av n med k termer. Minska varje term med 1. Det ger en
partition av n — k ;med hogst k termer. Tex n = 8, k = 4 och partitioner 3+2+2+1
ger 2 4+ 1 + 1, en partition av 4. Omvint: Givet en partition av n — k med hogst k
termer kan vi 6ka varje term med 1 och ldgga till +1-termer sa vi far en partition
av n med k termer. Tex 2+ 2 ger 3+ 3+ 1+ 1, (n = 8k = 4). Detta visar att
antalet partitioner av n i k termer = antalet partitioner av n — k i hogst k termer. Sa
Py(n) =Pi(n—k)+Py(n—k)+... + Pr(n— k).

4. (a”;c) dr antalet sdtt att dela in talen 1, 2, ..., n i tre sérskiljbara méngder med a tal
i den forsta, b i den andra och ¢ i den tredje méngden. Talet 1 kan placeras i den forsta

mingden pa (af;);C) sitt (eller rittare sagt kan de Gvriga talen placeras pa si manga

sitt), 1 andra méngden pa (afl;fic) sitt och i trejde mingden pa (a”;fcil) S#tt.
o -1 -1 -1
Sa (a,rl:,c) = (afl,b,c) + (a,rl:—l,c) + (aj;,c—l)'
5. (m - nk) ir lika med antalet siitt att dela in talen 1, 2, ..., n i k sérskiljbara méngder
med storlek ni,ns,...,ni. Om vi delar med k! far vi antalet sétt att delain 1, 2, ...,
n i k icke-sérskiljbara méngder av storlek ni,ns,...,ng. Om vi sedan summerar over
alla val av ni,no,...,n, fas antalet sétt att dela in 1, 2, ..., n i k icke-sérskiljbara

delméngder. > (,,, .0 ) = S(n, k)
6. (a) Vilj forst var kula 1 placeras, sedan var kula 2 placeras osv. Det finns totalt 519
mojligheter

(b) Om ingen lada skall vara tom finns det S(10,5) méjligheter. Om en lada skall vara
tom finns det S(10, 4) mojligheter osv. Det totala antalet #r S(10,5) + S(10,4) +
S5(10,3) + 5(10,2) + S(10,1).

(¢) En placering kan representeras med en sekvens enligt foljande metod: Om tex 3
kulor placeras i lada 2, 1 kula i lada 3, 4 kulor i lada 4 och 2 kulor i lada 5 sa
representeras placeringen av (2, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5). Antalet sitt att vilja
sadana sekvenser #r lika med antalet sétt att vilja 10 element ur en méangd med

5 element och med aterliggning. Sa antalet ar (5+}8_1) = (ig)

(d) En sadan placering motsvarar ett sitt att skriva 10 som en summa. (Termerna
motsvarar antalet kulor i de olika ladorna) S& antalet &r P(10).

4.4 Modulir aritmetik

1. Om a &dr udda sa géller nagot av foljande: a =
kvadrerar far vi de olika fallen: a2 = 1,02 =3 =
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a

Om ¢ ér jaimnt men § &r udda géller nagot av foljande: a =2-1=2,a=2-3=6,a =
2.-5=2,a=2-7=6(mod 8), dvs a = 2 eller a = 6(mod 8). Vi far da a® = 4 eller
a® = 36 = 4(mod 8). I alla fall giller a* = 4(mod 8).

. Provning ger 171 =1,271 =931 =6,41=13,5"'=76"1=3,71 =581 =
15,971 = 2,107! = 12,117 = 14,1271 = 10,137! = 4,147! = 11,157! = 8 och
16~ = 16. Provningen kan underlittas av vissa enkla iakttagelser: Om a=! = b sd #r
b~! = a. Om vi dessutom anvinder oss av 9 = —8,10 = —7,...,16 = —1 sa fis att om

a ' =bsddr —a~ ! = —b.
(a) Viser att 10° = 1(mod 3) for allai. x = x5, - 10F + 251 - 101+ ... 4+ 2,10+ 20 =

- l+zp-1+... +x1-1+ax0=a +2p—1+... + 21+ z0(mod 3)

(b) P& samma siitt ses att 101 = (—1)(mod 11)
r=ap - (D)4 azpy - (Dt + 21 (—1) + 20(mod 11)

(c) Med ledning av a och b sitter vi till resten av division av 10’ med n. Da fas

10° = a;(mod n) och x = apxk + ar_1Tk_1 + ... +a1z1 + ro(mod n).

.n=2gerapg=1,a1 =0,a2 =0,...

x ar delbart med 2 <= ¢ ar delbart med 2.

n=4gerag=1,a1 =2,a2 =0,a3 =0,...

x ar delbart med 4 <= 2x1 + xo ar delbart med 4.

n=>5geray=1,a1 =0,a0=0,...

x ar delbart med 5 <= x( ar delbart med 5.

n=6gerag=1,a1 =4,a20 =4,a3 =4,...

x ar delbart med 6 < ... 4+ 4x3+ 429 + 421 + xo ar delbart med 6.

n=7ger ay=1,a1 = 3,a2 = 2,a3 = 6,a4 = 4,a5 = 5, sedan upprepar sig monstret

cykliskt

x ar delbart med 7 < ... 4+ 5x5 + 424 + 623 + 225 + 321 + x¢ 4r delbart med 7.

n=8gerag=1,a1 =2,a2 =4,a3 =0,...

x ar delbart med 8 <= 4x9 + 221 + xo ar delbart med 8.

n=9geray=1,a; =1,a0=1,...

x ar delbart med 9 <= ... + 23+ 2o + 1 + zo ar delbart med 9.

Fallet n = 6 kan enklare beskrivas:

x dr delbart med 6 <= z ar delbart med 2 och 3 <= 1x¢ &r delbarmed 2 och
... + a3+ 29 + 21 + 29 ar delbart med 3.

. Om b och d &r inverterbara sa ar dven bd inverterbart. adbtlbc och 77 existerar alltsa som
element i Z,,. For att visa likheterna réicker det att kontrollera att bd(§ + §) = ad + bc
och att bd(§ - §) = ac i Zy,

bd($ 4+ <) =bd- % +bd- %=1 -bad+ % -dbc=ad+be

bd(¢-£)=1-b-a-%-d-c=ac

. Ekvationen kan skrivas 22 — 1 = 0, (z + 1)(z — 1) = 0. I Z, finns inga nolldivisioner
och dérfor géller x — 1 =0 eller x +1 = 0 dvs £ = +1 och det &r de enda 16sningarna.
Det finns alltsé 2 16sningar. (Eftersom p > 3 sa dr 1 # —117Zy)
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7.

9.

10.

11.

4.5

2.

Vi réaknar ut produkten i Z,. Produkten kan a ena sidan skrivas som (p — 1)!. Fran
uppgift 6 vet vi att om a # 1,—1,0 sa dr a~! # a. Produkten har dirfér 4 andra
sidan 1 och —1 som faktorer (—1 = p — 1) och bestar i 6vrigt av % produkter pa
formen a~! - a. Dessa delprodukter éir 1 och totala produkten &r 1-(—1)-1 = —1 sa
(p—1)!=—11iZ,. Detta betyder att (p — 1)! = —1(mod p). (Fallet p = 2 &r trivialt ty
p—1=1=-11iZ)

Antag att (n —1)! = —1(mod n). Det betyder att (n — 1)!+ 1 &r delbart med n. Antag
nu att n inte dr primtal och att a|n, 1 < a < n. Da maste a|(n — 1)! 4+ 1. Men detta &r
omdgjligt eftersom a|(n — 1)! men a f1. n maste dérfor vara primtal.

(a) Anviénd formeln ac2+px—|—q:0:>x:—%+\/% — ¢ dir y/a tolkas som de tal
_ _ _ 1 1
y som uppfyller y2 = a. x2+ﬂc+1—0gerx—§—|— 71— L
1Z; giller $ =4, -1 =-4=31=2.
z=3+V1.Vi=1-1l.x2=3+1.2, =4, 20 =2.
(b) P4 samma séitt somiafisa? +92+9=0=2=—3+,/(3)2-09.

$=6,—3=-5-5=9-5=1,(3?*=1"=1
r=1+vV-8=1+V3,V3=45=56.2,=6, 29 =17.

(c) 2? +Tx+2=0=2=—-2+4+,/()2 -2
1=7,-32=6,-2=7-6=3,(3)?=32=0.
2 = 3++/7. Men det finns inga kvadratrotter till 7 i Z3, vilket 14tt kan kontrolleras.
Ekvationen saknar 16sning.

Vi stéller upp en tabell.

4
16

x [0 1 2
x2|014

3 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16
9 8 2

15 13 13 15 2 8 16 9 4 1

Vi ser att for k£ =0,1,2,4,8,9,13, 15,16 finns V.

Lat x € Zp,y € Zy. Dagiller 22 =y? <= 22 —4y> =0 < (z+y)(z —y) =0

y = z eller y = —z. Om man berdknar 22 for x = 1,2,...,p — 1 s& kommer varje virde
o 2 p71

pa x

att dyka upp exakt tva ganger. Det betyder att det finns %5= stycken mojliga

virden pa 22 daz =1,2,...,p—1. For alla dessa k = 22 existerar vk. Dessutom giller

v/0 = 0. Det finns totalt p;rl olika tal k sa att vk existerar.

Gruppteori

. Produkten av tva matriser med heltalskoefficienter blir en matris med heltalskoeffici-

enter. Om det(M;)==x1 och det(Mq)==1 giiller det(M; - My)==x1. M é&r sluten .
Multiplikationen &r associativ. Enhetsmatrisen I ligger i M.
~1
a b 1 d —b n ( d —b
a

. Denna matris har heltalskoeffi-

c d Cad=be \ —¢ g —c

cienter och tillhor darfor M. M uppfyller alla kraven pa en grupp.

(a) Om SGD(a,b) = d sa dinn tal m,n sa att ma + nb = d (ma kan tolkas som
a+a+...+a(m termer) osv). Om A &r en delgrupp sa giller ma € A,nb €
A;ma+nbe A, dvs d € A.
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(b) Antag att A #r en delgrupp och att d &r det minsta talet i A. Antag sedan att
ac€A a=kd+rdir0>r <d. a—kde A, alltsa maste r € A. Men eftersom d
ar det minsta talet i A férutom 0 maste r = 0, dvs da.

(c) Antag samma sak som i b. n = kd+r. 1 Z,, kan detta skrivas r = —kd. Da maste
r € A och dérfor dr r = 0, sa d|n.

(d) Lat A = {kd.k € Z}. k1d € A, kad € A = (k1 + k2)d € A. 0d = 0 € A sa enhet
finns. Om kid € A sa giller —k1d € A. A &r alltsa en grupp.

. Enligt uppgift 2 skall vi leta efter d sa att d|20. d = 1,2,4,5,10. Dessa d ger fljande
delgrupper:

d=0:{0}

d=1:7

d=2:{0,2,4,6,8,10,12,14, 16,18}

d=4:{0,4,8,12,16}

d=5:{0,5,10,15}

d=10:{0,10}

. Lat x oy = m = max (x,y). Da &r (xoy) oz = moz = max(m, z) = det storsta talet
av m och z. Men det &r da klart att (x oy) o 2 = max (z,y, z), dvs det storsta talet av
x, y och z. Pa samma sétt visas att o (yoz) = max(x,y,2). Sa (xoy)oz =xo(yoz)
och o ar alltsa associativ.

. Potenserna a* kan inte alla vara olika eftersom det bara finns 300 element i G. Darfor
giller a®* = a*2 for nagra ki, k2 bada mindre #n 300. Sétt k = |k -ko|. Da géller aj, = 1.
Sa det finns minst ett sadant k. Antag att k &r sa litet som mdojligt (fast > 0). Men vi
vet inte vad k dr. {a®,a’,a?,...,a* 1} #r en delgrupp med k element. Enligt Lagranges
sats maste k[300. D4 giller a3%° = (a*)*" = 1% = 1. S vi kan séitta n = 300.
(a) Det ricker att visa att (ab) - (b~ta=t) = 1. (ab) - (b~ta™t) = a(b-b"1)a"t =
a-l-at=a-a"t=1.

1

(b) Om ab =1 s& maste b = a~'. D4 giller ba = a~'a = 1.

(c) (ab)? = a?b? = abab = a*b® = aba = a*b = ba = ab

. Om g2 =1 s giller ocksa g~! = g dvs alla element &r sin egen invers. Lat nu a, b vara

tva element i G. a,b=a"'b"! = (ba)~! = ba. S& ab = ba giller for alla element.

. HN K &r en delgrupp. Antag ndmnligen att a,b € HNK.a,b€e HNK = a,bc H
och a,b € K. Eftersom H och K &r delgrupper géller da att ab € H och ab € K dvs
abc HNK.a € HNK =a€ Hocha € K =a '€ Hocha '€ K=a'c HNK.
H N K upppfyller alltsa kraven pa en delgrupp.

H UK é&r inte nodviandigtvis en delgrupp. Tag tex G = Zg med + som gruppoperation.
Satt H = {0,2,4} och K = {0,3}. H och K é&r delgrupper. H U K = {0,2,3,4} och
detta dr inte en delgrupp eftersom tex 24+ 3 =5 och 5 ¢ H U K.

. g% g, ..., g™ ! ar allaolika. (Liagg mirke till att ¢° = 1). Antag att i, j ér heltal och att
i,j = k(mod m) och att 0 < k < m—1. D& géller 2 -2/ = 2+ = g@m+k = 195k = gk
dvs x' - 27 = 2. Det betyder att produkten av tva element i A ligger kvar i A. A #r
alltsa sluten. Om x? € A sa giiller 2° - 2™~ = 2™ = 1. Inversen till z* ligger alltsa i A.
A dr en delgrupp till G.
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4.6

1.

2.

Ringar

A utgér en ring som inte dr kommutativ. (1,0,0,1) & multiplikativ enhet. (a, b, ¢, d) &r
inverterbar omm ad — be # 0. Detta visas lidttast genom att dversidtta elementen i A
till matriser:

@hed o ()

@ och © tolkas sedan som matrisaddition respektive matrismultiplikation.

(a) Tallaringar giller (a+a)? = a®?+aa+aa+a? = a®+a?+a?+a?. I Booleska ringar
blir detta a4 a+a+a. A andra sidan giller i Booleska ringar att (a+a)? = a+a.
Vifar a +a+ a+ a = a+ a vilket ger att a + a = 0 eller, om man vill, a = —a.

(b) (a + b)?> = a® + ab + ba + b2 giller i alla ringar. I Booleska ringar ger detta
a+b=a+ab+ba+b, dvs ab+ ba = 0 och ab = —ba. Men fran uppgift a vet vi
att —ba = ba sa vi far ab = ba

(c) Om tex a #r inverterbar giller a* - a™* = 1. Men a* = a sd a-a™* = 1 dvs
a™® = a7'. Detta ger forenklingen a”b® + ¢=°(a"b'® + b2a°%) + 2a'3p'7c3 =
ab+ ¢~ Y(ab + ba) + cbac™t = ab+c¢71 -0+ abec™! = ab+ab = 0.

(d) Zo dr uppenbarligen Boolesk. Ingen annan Z,-ring dr Boolesk. Detta kan inses
genom att 14+ 1 # 0 utom i Zs.

(a) Antag att n #r det minsta n sa att 2™ = 0. Antag sedan att zy = 1. Da é&r
"y = 2"~ och darfor giller 2”1 = 0. Men detta strider mot antagandet. Sa x
kan inte vara inverterbar.

(b) A+z)1—z+22+... + (=) et =1—a+4+22+.. +(-1)" ta" Ly —a?+
v ()R () =14 (14 D4+ (=12 4.+ (D) 4+
(_1)n72)xn71 + (_1)n71xn =1+ (_l)nflxn =1

(c) @™ =01 Zgo betyder att 20|x™. Eftersom 20 = 22 - 5 si maste antingen x = 0 eller
2 innehalla faktorerna 2 och 5, dvs x = 10.

(d) Om 2™ = 0 i Zj; maste x innehalla alla primtalsfaktorer som finns i k. Samtidigt
skall x < k. Det maste da sta foljande: “k innehaller en faktor p™ dar m > 17

00 0\’ 00 0 00 0)\° 00 0
to1)l =200, [101] =000
2.0 0 00 0 2.0 0 00 0
Sa M? =0. My = I+ M. Detta ger M7 =1 - M+ M? =
10 0 00 0 00 0 1 0 0
o1 0|l-l101]|+l200]|=]1 1 -1
00 1 2.0 0 00 0 2 0 1

0 + 0 = 0 maste giilla. Da géller &ven (0 + 0) - o = 0 -« = 1. Men enligt distributiva
lagen géller (040)-a=0-a+0-a=1+1.S41+1=1,dvs 1= 0. Men det ér
omgjligt. a kan inte existera.

Det &r bra att kunna anvinda pastaendena a-0 = 0 och 0-a = 0 for alla a. Men detta
maste bevisas:

0+ 0 = 0 (Detta dr ett axiom), a-(04+0) =a-0,a-0+a-0 = a-0 (Axiomet om
distributivitet), (a-0+4+a-0) 4+ (—a-0) = (a-0) + (—a - 0) (Enligt axiom sa har a - 0
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additiv invers), a -0+ (a -0+ (—a-0)) =a-0+ (—a-0) (Enligt axiomet om att + &r
associativ), a-0+0=0, a-0 = 0 (Enligt axiomet om att z + 0 = 0).

Pa samma sétt visas att 0-a = 0. Vi visar nu att (—z)y = —(ay):

(—2)y + zy = (—x + z)y = (Enligt distributiva lagen) =0-y =0

Eftersom (—x)y + 2y = 0 sa maste (—x)y vara inversen till zy, dvs (—z)y = —zy.

Vi visar sedan att (—z)(—y) = zy:

(—2)(—=y) + (—2)y = (—z)(—y + y) = (Enligt distributiva lagen) = (—z) -0 = 0.
(—x)(—y) + (—x)y = 0 medfor att (—x)(—y) dr invers till (—z)y, dvs till —(zy). Detta
betyder att (—z)(—y) = zy.

. Generellt géller att U(Z,) bestar av tal k¥ med SGD(k,n) = 1. U(Z1o) bestar av
{1,3,7,9}. Multiplikationstabell &r:

© 3w -
© W |
- — © w|w
© = =
— © 3 ©o|©

U(Z11) bestar av {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Rikning visar att {2°,21,22 ... 29} =
{1,2,3,...,10}. Det betyder att U(Z11) dr isomorf med Cio.

U(Zq2) bestar av {1,5,7,11}. Multiplikationstabell &r:

|1 5 7 11
11 5 7 11
515 17
717 111 5
1wy 7 5 1

.a+bi,c+di €T = (a+c¢)+ (b+d)i € T eftersom a+ ¢ och b+ d ér heltal om a,b,¢,d
ar heltal.

(a+bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + bc)i € I pa samma sétt.

I' dr sluten under addition och multiplikation. 0 = 0 + 07 och 1 = 1 + 0z tillhor bada
I'. Vi vet att + och - &r associativa, kommutativa och distributiva fér rékning med
“vanliga” komplexa tal. I' 4r déarfor en ring.

Vilka m + ni dr inverterbara i I'?
(m +ni)~! = JA4=2% Observera att |m| < m? +n? och |n| < m? 4 n?

7 ar heltal <= m = 0 eller [m| = m? +n? < m=0eller (m = %1 och
n=20

ez Ar heltal <= n =0 eller [n| =m”+n

De inverterbara elementen ar da 1,—1,7, —1i.

U(T") har multiplikationstabellen:

2 &« n=0eller (n=+1o0chm=0)




9. R ar kommutativ <= ab = ba for alla a,b < ba —ab =0 for alla a,b <
a’? +ba—ab—b*>=a? - b2 for alla a,b < (a+b)(a—b) =a®—b? for alla a,b.

4.7 Polynom

1. (a) Vi kan forst 16sa ekvationen y? = 0 i Zg. Losningarna &r y = 0,2,4,6. Detta ger

z=0,2,4,6.

(b) £ = —1 =7 och x = —5 = 3 #r uppenbart 16sningar. Men x =1 (med x +1 = 2

ochz+5=26)ochz=>5(med x4+ 1 =06 och x4+ 5 = 2) dr ocksa losningar. Sa
x=1,3,57

2. Eftersin F dr en kropp kan p(x) faktoriseras i irreducibla faktorer pa ett unikt
sitt. p(xr) = (r — a1)(@ — a2) - ... - (x — ap). Da kan vi skriva p(z) =
(polynom utan konstant term) + (—1)"a1a2 - ... - ap

3. (a) Tag tex p(z) = 2. Da giller Dp(x) = 11 - 2% = 0 eftersom 11 = 0 i Z11[x].
(b) Antag att f(z) #r ett polynom sadant att Df(z) = 0. Om f(z) har en term ax*?

s& dr D(az™) = kpaz*?~1 = 01 Zp[z]. Men om f(z) har en term bz™ déir p fm sa
ar D(ba™) = mbxr™ 1) som inte #r likamed 0. En sadan term kan inte forsvinna.
Darfor maste f(x) ha formen f(z) = a,,z™P + m—12m VPO .+ agaP + ag.
Om vi siitter g(y) = amy™ + am_19""V0... + a1y + ag giller da f(z) = g(aP).
Omvént sa har alla polynom pa formen g(zP) dir g &r ett godtyckligt polynom
derivata 0.

Antag att SGD(p1,p2) = d(x) och grad d(z) = k. Da géller py(z) = s1(x)d(x)
och py = sa(x)d(x) dir SGD(s1,s2) = 1. Sétt nu ¢1(z) = sa(x) och go(x) =
s1(z). Da giller p1(z)gi(x) = si(x)d(x)s2(x) = pa(x)gi(x). Dessutom giller
textupgradg: (z) =n —1 < n — 1 och textupgradga(z) =m —k <m — 1.

Om SGD(pi(x),p2(x)) = 1 sa finns polynom ai(x),as(z) sa att ai(z)pi(z) +

az(z)p2(z) = 1. Om pl( Jar(z) = pa(x)ga(x) giller da qi(z)ai(z)pi(x) +
1 ()aa(@)pa(a) = (z). Dotta ger g1(2) = po(2)aa(w)ar(z) + g (@) (x)as().
Da maste pa(x)|q1(x). Det betyder att grad ps < grad g1. Det gor att grad ps = n

sa kan inte grad ¢; < n — 1.

5. Sitt f(z) = ana™ + an_12" 1 + ... + a1z + ag. Divisionsalgoritmen visar att f(z) =
g(z)(x — b) + r dér r (resten) &r ett tal. f(b) = g(b)(b —b) + r = r. Alltsa géller
r=f(b) = apb" +a,_ 1"t +... +a1b' + ap.

6. (a)

x
P +ar+1 | P+ +1
— (23 +22+1)
r+1

P+ +l=(@*+r+Dz+a+1
Kvot =z Rest =z +1
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3 — 2?2
22 +2x+3 ‘ 2+t 203+ %+ 4 +2
—(2® + 22* + 323)
—zt — 3+ Ax+2
—(—a* — 22* — 32?)
23+ 4x? + 4z + 2
—(23 4 22% + 3x)
202 + 2+ 2
—(22% + 4z + 6)
—3r—4

2+t 4223+ 2% +42+2 = (22 +22+3) (23 —2?) - 3z — 4 = (22 + 22+ 3)(2® —
z?) +2z+1
Kvot = 2 + 42% Rest = 2z + 1

7. Anvand Euklides algoritm.
(a)

rz+1
2+ +r+1 ‘ 2+ 3+ +1
—(2® +2* + 2% +2)
e+t +r+1
—(@*+ 23+ +1)
0

Divisionen géar jimnt upp. Det betyder att SGD = z* + 23 + 2 +1 = b(z). (Vi kan
sitta f(x) =0 och g(z) =1)

(b)

2
et +207+204+2 | 22"+ 227+ 227+ +2
—(2z* + 22+ 2+ 1)
223 +2? +1
2z 42
20 + 27 +1 | 2% 4227+ 2242
—(z* + 222 + 22)
3 + 222 + 2
— (23 + 222 + 2)
0

Divisionen gar jamnt upp. En monisk SGD &r 2(22% + 2% + 1) = 2% + 222 + 2.
203 + 22+ 1 =224 +223 + 222 + v + 2+ 2+ (2t + 222 + 22 + 2)

234222 +2=2- (22 + 223 + 222 + x + 2) + (2* + 22% + 22 + 2)
f(x)=1och g(z) =2
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1
zt + 4z +2 | zt + 223 + 322+ 3
—(z* +42 +2)
203 + 322+ +1
3z +3
203 + 322+ +1 | 2t +dx 42
—(z* + 423 + 322 + 32)
23+ 222+ +2
— (23 + 42% + 32 + 3)
322 +3x+4
4x 4+ 2
322 +3x+4 | 20 + 322+ +1
— (223 + 222 + )
22+
—(2? + 2+ 3)
4z +3
2x 4+ 3
dr+3 | 32?4+ 3z+4
—(32% + z)
2z +4
—(2x +4)
0

En monisk SGD é&r 4(4x 4+ 3) =z + 2.

4r+3 = (2034322 +2+1)— (42+2) (322 +3x+4) = (223 +322+2+1)— (4o+2) ((2*+
4x+2)—(3x+3)(223+322+2+1)) = (222 4+32+2) (223 + 322+ 2+ 1) — (4o +2) (z*+
4r+2) = (222 +32+2)((x* +223 +32%+3) — (z? +42+2)) — (4o +2) (2* +42+2) =
(222 4+ 32 + 2)(2* + 223 + 322 + 3) — (222 + 22 + 4) (2 + 4z + 2)

r 42 = (322 + 22 + 3)(2*22% + 322 + 3) + (222 + 22 + 4)(2* + 42 + 2)

f(@) =322 +22+3  g(z)=22%+22+4

2 och 3 #r nollstéllen. 22 +1 = (z —2)(z —3) = (x +3)(z +2). (x +2) och (z +3)
ar irreducibla faktorer.

1, 2 och 3 #r nollstéllen. 23 +52% 45 = (z—1)(z—2)(z—3) = (z+10)(x+9)(z+38).
(x 4+ 10), (z+9) och (x + 8) &r irreducibla faktorer.

Polynomet saknar nollstélle. Vi avgoér om det kan skrivas som en produkt av
andragradspolynom. Vi gér ansatsen (22 +ax +b)(2% +cz +d) = 23 + 323 + x + 1.
a+c=3,b+d+ac=0,ad+bc=1, bd =1. Satt forst c =3 —a och d = %.
Sedan fas b+ 1 4+ (3 —a)a=0och ¢ +b(3 —a) = 1.

Testa systematiskt: b = 0 dr omojligt.

b=1=2+(3—a)a=0o0cha+ (3—a)=1 Omojligt.
b=2=(3-1)1=00ch3a+2(3—1)=1.a=0 ger en 16sning.
a=0,b=2=c¢c=3,d=3

(22 +2)(2? +3x+3) =2 +322 + 2 +1

(22 + 2) och 22 + 3z + 3 #r irreducibla polynom.
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4.8

. En kod med minavstand d rittar exakt e fel om |

De irreducibla andragradspolynomen kan skrivas pa formen (z+a)(x+b) déir a,b € Zs.
De 6 olika méligheterna éir: -z = 22, - (x + 1) = 22 + 2, o - (z + 2) = 2? + 2z,
(x+D)(@+1)=22+22+1, (z+ (@2 +2)=22+2, (z+2)? =22+ 2+ 1.

De 6vriga moniska andragradspolynomen #r irreducibla: 22 +1, 22 +z+2, 22 + 2z + 2.

Felrattande koder

%J = e och upptéicker k fel om

d—1=k. Om d ar minavstandet for C géller da d = 2e 4 1 eller d = 2e + 2. Fallen
utreds var for sig.

d = 2e + 1 : Eftersom d — 1 = 2e upptécker C 2e fel. Till varje ord z = 122 ... 2,
lagger vi till siffran 1 om z har udda vikt och 0 om z har jimn vikt. Den nya koden
far da minavstandet 2e 4+ 2 och upptécker alltsa 2e + 1 fel.

d=2e+2:d—-1=2e+1 visar att C upptécker 2e + 1 fel (och didrmed &ven 2e fel).
Koden C” kan fas genom att ldgga till en godtycklig siffra till varje ord.

n = antalet kolumner =5

k = n — rangen av matrisen.

Det gar litt att se att matrisen har rang 3. Sa k = 5—3 = 2. Alla kolumner &r olika och
ingen bestar av nollor. Detta visar att koden réttar atminstone ett fel och att § > 3.
Men tex 10011 &r ett kodord i koden. S& det finns ett kodord med vikt 3. Alltsa ér
0 = 3. Svaret &r (5,2,3).

= | 0 |. Det &r fel i position 3. Rétt ord &r 11110.

= 0 |. Det ar ett kodord.

= 0 |. Det ar fel i position 3. Rétt ord dr 01101.

OO FR RO RO RFRPO R KEFEKFERFE -
o

Ett ord 1222314520627 har jamn vikt om och endast om z14+xo+x3+24+25+T6+27 =
0 i Zs. Detta ger att vi kan ta H = (1111111) som kontrollmatris.

Varje ord x har 5 grannar med avstand 1. Eftersom inget ord far vara granne till 2
kodord maste |C| -6 < 25 (2° dr totala antalet ord). |C] < 32 < 6, sa |C| maste vara
mindre dn 6.

Antag att x; # y;. Da maste z; # z; och/eller y; # z; eftersom x; = z; och y; = zi
skulle leda till z; = y;.

0(z,y) = Antalet index i med z; # y;.
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10.

Varje index som ger bidrag till §(x,y) ger ocksa bidrag till §(x, z) + d(z,y). Det visar
att 0(z,y) < d(z,2) +6(2,y).

Lat S(x) vara den méngd av kodord y som uppfyller 6(z,y) < 2. Sadana ord kan fas
genom att ta 2 och dndra i hogst 2 positioner. Darfor giller [S(z)| = 1+ () + (3) = 37.
Om koden kan rétta 2 fel och har dimension k sa maste 2% .37 < 28 dvs k < 8 —log237.
Detta leder till att k < 2. Stérsta dimension #r 2 (som ger 22 = 4 kodord).

Ett exempel pa en sadan kod &r {(00000000), (11111000), (00011111), (11100111)}. Det
gar litt att se att méngden dr sluten under addition och avstandet mellan 2 ord >
2e+1=5.

Lat w(x) = #(i didr ; = 1). Om vi har tva ord z,y giller da w(x) = #(i dd ra; =
lochy; = 0)+ #(i dir x; = 1ochy; = 1) samt w(y) = #(i dér x; = 0 och y;
1) + #(i dirz; = 1 och y; = 1). w(x + y) = #(i déir x; = 1 och y; = 0) + #(¢ dér z; =
0 och y; = 1). Alltsa géller w(x +y) = w(x) + w(y) — 2 - #(i dér x; = 1 och y; = 1).

Om bade w(z) och w(y) dr jimna sa maste w(x + y) ocksa vara jimnt. Det visar att
xz,y € Co = x+y € Cy. Sa C &r en linjar kod. Vi ser ocksa att om w(z) dr jamn och
w(y) dr udda dr w(xz + y) udda. Antag nu att Cp dr en dkta delméngd till C. Da finns
det ett ord y € C med udda vikt. Om z &r ett ord med jamn vikt sa dr  + y ett ord i
C med udda vikt. Funktionen f(z) = x+y ger en funktion fran Cy till méingden av ord
med udda vikt. Den &r injektiv eftersom f(z1) = f(z2) = x1 +y =22+ y = x1 = X2.
Den é&r surjektiv eftersom vi till varje ord z med udda vikt kan vélja « = z + y (« har
da jamn vikt). Da giller f(z) = z 4+ y + y = z. Det finns alltsa en bijektion mellan
orden med jamn vikt och de med udda vikt i C. Dérfor géller |Co| = 3.

H ger foljande ekvationer:

T, 4+ T2 + x4 + 27=0 To=x1 + T4 + X7
T4+ T5 + T7 =0 T5=T4 + T7

T 4+ 3 + x4 + 7=0 r3=x1 + T4 + x7
Te + X7 =0 Te=x7

x1, x4, 7 kan viljas godtyckliga. Sedan ar xo, x3, 5, ¢ entydigt bestimda. De 8 valen
av 21, x4, x7 ger orden {(0000000), (1111001), (1110010), (0001011), (1010100),
(0101101), (0100110), (1011111)}.

n="7Toch k=3.§=3.

Vi vill ha en matris med n kolumner och rang r. Vi vill att n —r = 8 sa att koden har
28 = 256 ord. Vi vill dessutom att alla kolumner skall vara olika och att ingen kolumn
har enbart nollor som element. Om m &r antalet rader i H maste da 2™ > n och m > r.
Vi sitter m = r vilket ger 2" > n = r 4+ 8. Det minsta r och n som gor det mojligt ar
r =4 och n = 12. Vi kan tex sétta

100011100011
g_l01o0o01001 10011
0010010107110
0001001017101
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